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Soient A un anneau unitaire, non n6cessairemTent commutrttif et P un 
g&nCrateur projectif de la catkgorie Mod(Aj, des A-modules B gauche. Nous 
&udioas les pr0priCtCs de transfert de A ~3 l’anneau = Wom,jl, Pi et de B B A 
de conditions likes ii la tfnCorie des armeaux Q.F.3’, ainsi que des S-anneaux. 
Les ~rincipaux r&&tats de cet article ant paru Bans deux Sates aux Comptes 
endus p, By. 
Je s&3 beureux cle remercier NiWisescu pour ies discussions fructueuses que 
j’ai cues avec hi. 
Soient A un anneau unitaire, non nkessairement commutatif iit 
orie des A-modules k gauche. Si M” designe le module dual dSw 
A-moduie B gauche 17, on note ~3,~: f?--+ &Pi ~9~omom9rp~~sm~ d&X. par 
h-&W> = fW; si h est injectif, on d-it que M est saris torsion. L’n anneau A 
est Q.F.3 ?I gauche si l’enveloppe inject&e &A) AA est saris torsion, Dans 
[12& on dCmontre q&m anneau artinicn .4 est F.3’ si, et seulement si il 
vhifie les deux conditions suivantes: 
(il> Si M est un sous-module dlun ~-rnod~~~e M et BP = 0, alors N* = 0. 
(B) Si 0 -+ W -F N -)- P -3- 0 est une suite exacte de i2-modules et si M et 
6” sont saris torsion, alms N est sans torsion. 
Ces conditions qui sont in&pendantes 11121 caractCrisent de facon g&nCrale les 
anneaux Q.F.3’ [5]. On appelle S.Z.D. anrieau, un armeau vCrifiant la condition 
(.PL), T.C.E. anneau un anneau v@rifiant la condition (B). L’Ctude de ces anneaux 
a ktt+ entreprise dans [ll]. 
Rappelons qu’un A-module B gauche C est tin coghkateur de Mod(A) si, 
pow tout morph&me non nul S d’un module M dans UR module A’, ii existe 
g: AT--+ C tei que g *f ne soit pas nul. Un module g&i&ateur de ~~5d~~~ est un 
module c~g~n~~ateur de la catkgorie &ale. 
Si P est un g~n~rate~r projectif de ~od~~~ nom alions montrer que les con- 
ditions (A) et (33) se transftrent de A a B = IHom,(P, P) et de B B A. 
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TH~OI&ME 1.1. S&M A un anneau et P un ghw’rateur pojectt;f de Mod(A). 
Aloes A est un T.C.E. anneau si, et seulement si l’anneau B = Wom,(P, P) est un 
T.C.E. anneau. 
~~rn~~st~atio~. D’apr& le thCorcme de Gabriel-Popescu [4], ~od(A~ est 
un categoric quotient de ~od(B} par les foncteurs ~od(B~ ~2 god, oix 
S(X) = IIom,(P, X). Supposons que B soit un T.C.E. anneau et soit X un 
A-module saris torsion. Comme P est un generateur projectif on a une suite 
exacte 0 -+ X --+ PJ; on en deduit la suite exacte 0 + SX -+ SF. SPJ &ant 
isomorphe & BJ, SX est un B-module sans torsion. Soit 0 -+ X’ --F Y + 2 + 0 
une suite exacte de A-modules oti X et Z sont sans torsion; d’aprcs ce qui 
p&c&de SX et SZ sont sans torsion. SY est done sans torsion et par suite SY 
se pIonge dans un module du type B K. En appliquant Ie foncteur T, on en 
deduit que Y se plonge dans F, done dans un AU et Y est sans torsion. 
Reciproquement, si la suite de B-modules 0 -+ U -3 V + W -+ 0 est exacte et 
si U et Wsont sans torsion, on a des monomorphismes 0 -+ U --+- B”, 0 -+ W-+ BJ. 
Comme on a B* = S(PK), on en deduit que B’ et BJ sont Ker( T)-fermes [3], ils 
ne contiennent done pas de sow-modules # 0 de Ker(T), et il en est de mGme 
pour U et W. 
En appliquant le foncteur T on obtient la suite exacte 0 -+ TU -+ TV -+ 
TW -+ 0; TU est TW sont saris torsion et A &ant un T.C.E. anneau il en 
rtsulte que TV est sans torsion, il se plonge done dans un PK et l’on a une suite 
exacte: 0 -+ STY-+ B”. Compte-tenu de [3, p. 371, Prop. 33 et du fait que V’ne 
contient pas de sous-modules f 0 de Ker( T) on a la suite exacte: 
O- V~STV-Coker4”v-0 
car Ker $rV qui appartient & Ker( T) est nul. On en deduit la suite exacte: 
O- V%STY--+BK 
ce qui montre que Vest saris torsion. 
Remarque. Dans les hypoth&ses du thCorPme prkcedent, avec les notations 
faites dans la demonstration de ce thCo&me, on a: 
(I) X est un A-module sans torsion si, et seuIement si SX est un B-module 
saris torsion. 
(2) Si 17 est un B-module saris torsion aiors TU est un A-module saris 
torsion; de plus, si U ne contient pas de sow-modules # 0 de Ker(T) alors la 
rkciproque est, de m&me, vraie. 
Cefles-Ia r&&tent d’aprks la demonstration du thCo&me precedent. 
THI%OR&E 1.2. Soie?zt A un anneau et P ecn g&&ateur projecti;f de Mod(A). 
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AEors A est S.Z.D.-anneau si, et seulement si ~‘an~~a~ B = 
S.Z,D. anneau. 
~~~onst~atio~. iVous reprenons les notations dithies prC&dement. Soit 
X un ~-module; X* IT. 0 si, et sedement si Hctm,(X, SPj = 0, mais fes 
foncteurs T et S &ant adjoints, c’est Cquivalent & ~~rn*(~~~ Ha) = 0. Comme P 
est un ghhteur projectif, on en dCduit i~~d~arne~~ que cette dernike 
condition signifie que Hom,(TX, A) = 0, d’oti le thCor&me. 
I1 r&-he des travazx de Kate [5], la propri&C suivante (cf. Cgalement [2, 
th. 151): 
c t’n A-module M s’appelle S-module 5 gauche s’il contient tous 3es 
types de A-modules B gauche simples. Tin anneau A est dit S-anneau B gauche si 
le A-module & gauche AA est un S-module B gauche. Soient A et B deux anneaux. 
Les catbgories Mod(A), et Mod(B) sont Cquivalentes s’il existe deux foncteurs 
T et S, Mod(A) s& Mod(B), tels que S 0 T (resp. T 0 S) soit isomorpke au 
foncteur idefitique de Mod(A) (resp. Mod(B)). Si Mod(A) et Mod(Bj sent 
Cquivaler;tes, alors A est un S-anneau ?a gauche si, et seuSement si, est un 
S-anneau 5 gauche. Le r&s&at suivant &end aux S-anneaux saris la ~~~d~t~~~ de 
chaine, un r&&at de Morita [7]. 
~~O~~~~E 2.1. Soient A UYZ ameau, M un g~~~rateu~ it gauche de aced e2i 
I.2 = HOrnA(M, M). Al ors les assertions suivantes smt ~~~va~e~tes~ 
(4) A est un S-apzneazl C3 gauche et M es~~~~~e~~i~ de ty$e$ni 
(2) B esf tin S-anneau li gauche. 
~~~OnStrat~On. D’apr&s le thCor&me de Gabriel-Popescu [4]> Mod(A) est 
) par les foncteurs aid z& ~Qd(A)? uh 
(1) S- (2). Supposons que M s&t un g~u~rateu~ projectif de t~‘pe fini de 
Mod(A). D’aprb [6], 3 en r&&e que les catkgories Mod(A) et ~~~d(~j sent 
kquivaientes et done B est un S-anneau. 
i-v * (1). L’anneau 23 = S(M) est Rer(T)-fermC et done il ne contiernt 
pas de sous-modules # 0 de Ker(T). Par suite, U &ant l;m 
on a T(U) -i: 0, Mais, comme Test un foncteur exact i! en rkulte gue T(N) =,& 0, 
pour tout B-module ItT f 0. Soit, maintenazt, la suite exacte X 4 Y +- 0, oh 
X et 1’ sent deux A-moduies. En ap~~i~~a~t le foncteur S on en dCdu& ;1ne 
mite exaete SX + SY -+ Z -+ 0; et puis en apppliquant le foncteur T on en 
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deduit que T(Z) = 0. D’apres ce qui precede 2 est nul, c’est-a-dire le foncteur S 
est exact, done M est projectif. Demontrerons que le A-module M est de type 
fini. Soit {xi}ior une famille de g6nerateurs de lV, c’est-a-dire M = Ciel Axi . 
Le A-module M Ctant projectif on a un morphisme ZI: M -+ GieIAxi tel que 
pov=lM, oti p: oisl Axi + M est la surjection canonique. Si on designe par 
&TJ l’image reciproque, par rapport a ZI, de ekeJ Ax, , J Ctant un sous-ensemble 
fini de I, alors M = CJcr M, . On en deduit que B = C S(MJ), oh S(MJ) sont 
des ideaux de B. Si 1 = Cr=, vi , vi E S(MJ) alors on a M = C MJ, . I1 existe 
done un ensemble fini K CI tel que v: ML eEEK Ax,. Done M 2 C Axz , 
c’est-a-dire M est de type fini. 
Remarque 1. D’aprb ce theoreme il en resulte le corollaire 4 de [8], m&me 
saris faire la supposition que B est semi-artinien. 
Remarque 2. Dans le theoreme precedent (I’implication (1) +- (2)) la condition 
que M est de type fini est essentielle. En effet, soient k un corps et Mod(k), la 
categoric des K-espaces vectoriels. Un espace vectoriel V, de dimension infinie 
est un generateur projectif de Mod(K), mais l’anneau B = Hom,( V, V) n’est pas 
un S-anneau. Comme tout ideal minimal de B = Hom,( V, V) est projectif, si B 
serait un S-anneau, on aurait que tout B-module simple est projectif et done B 
est semisimple, ce qui est absurde. 
Si A est un S-anneau alors l’enveloppe injective de A est un S-module 
injectif. De fait, on a Cvidement la proposition suivante: 
PROPOSITION 2.2. Soit Q un A-module inject;f. Alors Q est un S-module si, 
et seulement si Q est un cog&kateur de Mod(A). 
Cette proposition est le duale d’un resultat bien connu: “Si P est un A-module 
projectif, alors P est generateur si, et seulement si tout A-module simple est un 
quotient de P.” 
PROPOSITION 2.3. Soient A un anneau et P un S-module d: gauche, g&a&atew 
pyoject$ de type jini. Alors l’anneau B = HomA(P, P) est un S-anneau. 
De’monstration. Les categories Mod(A) et Mod(B) &ant Cquivalentes, il en 
r&&e qu’existe une correspondance donnee par les foncteurs T et S entre les 
ideaux de B et les sous-modules de M. 
D’aprbs ce qui prtdde, on en deduit: 
COROLLAIRE 2.4. Soient A un anneau. Aloes les assertions suivantes sont 
&quivalentes: 
(1) A est un S-anneau d gauche. 
(2) I1 existe un S-module dgaucheprojectif de typefini. 
R.sn.mps. Dam [5, lemme I] on dhncmtre que si A est un S-anneal A 
gauche, aIors tuute suite exacte de A-modules a d&e 0 -+ P -+ M, air P est 
projectif de type fmi et &f est.sans torsion, est scindee. Done, un anneau com- 
mu&f A est cogknnbateur si, et seulement si A est S-anneau et Q.F.3. De m&me, 
un r&.&at de [q dit qu’un anneau A estP.F. 3 gauche si, et seulement si A tit 
cqgtkfkateur B gau&e et S-anneau 23 droite. 
P3f m&e, A &ant up amem comm*tif, M un g&k+eur et B = 
Flom,(M, M> l’anneau des endomorphismes de A!& aloes si 23 est cog&&ateur 
(rep P-F-, req. Q-F.) & gauche (A dkoite) on a que A cut cog&nirabzur (xessp. 
PI., req. Q.F.). 
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